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Abstract
We proceed the research of generalized quasigroup derivatives started in early papers
of the last co-author ([20, p. 212], [13]). For any quasigroup there exist 648 generalized
derivatives. Here we study the problem about existence of units (left, right, middle) in
quasigroups that are a generalized derivative of a quasigroup. There exist 1944 various
cases. For every case we find a proof or a counterexample, often using Prover or Mace
[15, 14].
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1 Introduction
In this paper we further extend Belousov’s concept of derivatives [3, 13, 12]. From the early
works of V.D. Belousov it follows that this concept is closely related to the Belousov’s Problem
# 18. This Problem has the following formulation “How to recognize identities which force
quasigroups satisfying them to be loops? ” [3, Problem #18, page 217]. Notice, Belousov
writes that this Problem was proposed by I.E. Burmistrovich.
In [13] Belousov’s problem is formulated in more general form “How to recognize identities
which force quasigroups satisfying them to have left, right, middle unit?”.
This paper prolongs and extends researches started in [20, p. 212], [13].
Basic concepts can be found in [3, 17, 20]. We have used very actively computer tools Prover
9 and Mace 4 [15, 14], which were developed by Professor W. McCune that left our world early.
1.1 Quasigroup
Garrett Birkhoff [7, 9] has defined an equational quasigroup as an algebra with three binary
operations (Q, ·, /, \) that satisfies the following six identities:
x · (x\y) = y, (1)
(y/x) · x = y, (2)
x\(x · y) = y, (3)
(y · x)/x = y, (4)
x/(y\x) = y, (5)
(x/y)\x = y. (6)
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Remark 1. In [21] the identities (1)–(4) are called (SL), (SR), (IL), (IR), respectively, since
these identities guarantee that the left (L) and right (R) translations of an algebra (Q, ·, /, \)
relative to the operation “·” are surjective (S) or injective (I) mappings of the set Q.
Following this logic we can denote identity (5) by (SP) and identity (6) by (IP) since these
identities guarantee that middle translations (P) are respectively surjective and injective map-
pings relative to the operation ”·” [19]. Indeed, using Table 1, we see that L
/
x = P−1x .
The following lemma is well known:
Lemma 2. In algebra (Q, ·, \, /) with identities (1)–(4), identities (5) and (6) are true [21, 18,
19].
Therefore the following Evans equational definition of a quasigroup is usually used [11].
Definition 3. [8, 9, 11]. A groupoid (Q, ·) is called a quasigroup if, on the set Q, there exist
operations “\” and “/” such that in the algebra (Q, ·, \, /) identities (1)–(4) are fulfilled.
1.2 Parastrophes
Here we mainly use [20].
Definition 4. An n-ary groupoid (Q,A) with n-ary operation A such that in the equality
A(x1, x2, . . . , xn) = xn+1 the fact of knowing any n elements of the set {x1, x2, . . . , xn, xn+1}
uniquely specifies the remaining one element, is called an n-ary quasigroup [5].
If we put n = 2, then we obtain one more definition of a binary quasigroup.
Definition 5. From Definition 4 it follows that with a given binary quasigroup (Q,A) it is
possible to associate (3!− 1) other so-called parastrophes of quasigroup (Q,A):
1. A(x1, x2) = x3 ⇐⇒
2. A(12)(x2, x1) = x3 ⇐⇒
3. A(13)(x3, x2) = x1 ⇐⇒
4. A(23)(x1, x3) = x2 ⇐⇒
5. A(123)(x2, x3) = x1 ⇐⇒
6. A(132)(x3, x1) = x2
[22, p. 230], [3, p. 18].
Note 6. Notice, Cases 5 and 6 are “(12)-parastrophes” of Cases 3 and 4, respectively.
1.3 Translations
The following table (using Table 1) shows for each kind of translation the equivalent one in each
of the (six) parastrophes of a quasigroup (Q, ·). In fact, Table 1 is a rewritten form of results on
three kinds of translations from [4]. See also [10, 19].
From Table 1 it follows, for example, that R(132) = L−1 = L(23) = P (13) = (R−1)(12) =
(P−1)(123).
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Table 1: Translations of quasigroup parastrophes.
ε (12) (13) (23) (123) (132)
R R L R−1 P P−1 L−1
L L R P−1 L−1 R−1 P
P P P−1 L−1 R L R−1
R−1 R−1 L−1 R P−1 P L
L−1 L−1 R−1 P L R P−1
P−1 P−1 P L R−1 L−1 R
1.4 Unit elements
Suppose we have a quasigroup (Q, ·).
Definition 7. The fact that an element f ∈ Q is a left identity element (left unit) for quasigroup
(Q, ·) means that f · x = x for all x ∈ Q.
The fact that an element e ∈ Q is a right identity element (right unit) for quasigroup (Q, ·)
means that x · e = x for all x ∈ Q.
The fact that an element s ∈ Q is a middle identity element (middle unit) for quasigroup
(Q, ·) means that s = x · x for all x ∈ Q.
1.5 Classical and almost classical derivatives
We follow [2, 1, 3, 6, 17, 20]. The main idea belongs to V.D. Belousov. See also more earlier
articles of D.G. Murdoch and A.K. Suschkewitsch [16, 23]. It is clear that identity of associativity
is not true in any quasigroup. But we can replace it with the following equality which is true in
any quasigroup (Q,A):
A(A(a, b), c) = A(a, Aa(b, c)), (7)
where a, b, c ∈ Q, Aa is some binary operation which depends on the element a. The equality (7)
can be obtained from the following equation A(A(a, b), c) = A(a, x). In this case the solution of
the equation can be denoted as x = Aa(b, c).
Definition 8. The operation Aa, which is defined from the equation A(A(a, b), c) = A(a, x), is
called a right derivative operation of the operation A relative to element a, i.e., x = Aa(b, c) [3].
Quasigroup derivatives are used in the study of G-loops [3, 6].
Definition 9. The operation aA, which is defined from the equation A(b, A(c, a)) = A(y, a), is
called a left derivative operation of the operation A relative to element a, i.e., y = aA(b, c) [3].
Here we give an isotopical approach to the concept of quasigroup derivatives [6, 17]. For a
quasigroup (Q, ·) we can rewrite the equality (7) in the following form:
(a · x) · y = a · (x ◦ y), (8)
where x, y are arbitrary elements of the set Q and element a is a fixed element of Q. The equality
(8) defines a groupoid (Q, ◦). Moreover, (Q, ◦) = (Q, ·)(La, ε, La), i.e., the groupoid (Q, ◦) is
an isotope of quasigroup (Q, ·) with isotopy (La, ε, La). Therefore, the groupoid (Q, ◦) is a
quasigroup and it is a right derivative of quasigroup (Q, ·) relative to element a as in Definition
8.
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Quasigroup (Q, ∗) = (Q, ·)(ε, Ra, Ra) is a left derivative of quasigroup (Q, ·) with respect to
element a as in Definition 9 [6].
Definition 10. [20]. Quasigroup (Q, ⋆) = (Q, ·)(Ra, L
−1
a , ε) is called a middle derivative of
quasigroup (Q, ·) with respect to element a.
Quasigroup (Q, ⋄) = (Q, ·)(R−1a , La, ε) is called a middle inverse derivative of quasigroup
(Q, ·) with respect to element a.
Lemma 11. 1. Any right derivative (Q, ◦) of a quasigroup (Q, ·) has left identity element, i.e.,
(Q, ◦) is a left loop [6].
2. Any left derivative (Q, ∗) of a quasigroup (Q, ·) has right identity element, i.e., (Q, ∗) is
a right loop [6].
3. Any middle derivative (Q, ⋆) of a quasigroup (Q, ·) is a left loop [20].
4. Any middle inverse derivative (Q, ⋄) of a quasigroup (Q, ·) is a right loop [20].
Definition 12. Isotopisms of the form (La, ε, La), (ε, Ra, Ra), (R
−1
a , La, ε), (Ra, L
−1
a , ε) can be
called as nuclear isotopisms [20][Definition 4.12].
Left (right, middle) nuclear isotopic image of quasigroup (Q, ·) can be named as right (left,
middle) derivative of a quasigroup (Q, ·). See Chapter “A-nuclei of quasigroups” about autotopy
nuclei in [20].
1.6 Isostrophical approach
Above we developed isotopical approach to binary derivatives.
Now we change binary isotopical approach to binary isostrophical approach [20]. Notice,
other modification of concept of derivative is given in [12].
By the letter T we denote the set of all quasigroup translations of a fixed quasigroup (Q, ·)
and their inverses relatively one fixed element, say, relatively an element a.
Definition 13. Quasigroup (Q, ⋆) = (Q, ·)(α, β, γ), where (Q, ⋆) is isostrophic image of quasi-
group (Q, ·), i.e., · ∈ {A,A(12), A(13), A(23), A(123), A(132)}, α, β, γ ∈ T , and in every case one of
the translations α, β, γ is an identity permutation, is called an isostrophic (generalized) derivative
of quasigroup (Q, ·) with respect to element a.
It is clear that any binary quasigroup has 648 isostrophic derivatives (see Table 2).
Theorem 14. 1. Quasigroup (Q, ⋆) = (Q, ·)(La, La, ε) has left unit element;
2. quasigroup (Q, ◦) = (Q, ∗)(La, La, ε), where x ∗ y = y · x for all x, y ∈ Q, has right unit
element;
3. quasigroup (Q, •) = (Q, \)(La, L
−1
a , ε), where x\y = z if and only if x ·z = y for all suitable
x, y, z ∈ Q, has left unit element.
Proof.
1. We re-write equality (Q, ⋆) = (Q, ·)(La, La, ε) in the following form:
x ⋆ y = ax · ay. (9)
We substitute x = L−2a in equality (9). We have
L−2a ⋆ y = y. (10)
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2. We re-write equality (Q, ◦) = (Q, ∗)(La, La, ε) in the following form:
x ◦ y = ax ∗ ay = ay · ax. (11)
We substitute y = L−2a in equality (11). We have
x ◦ L−2a = x. (12)
3. We re-write equality (Q, •) = (Q, \)(La, L
−1
a , ε) in the following form:
x • y = ax\(a\y). (13)
From equality (13) we have
ax · (x • y) = a\y, a(a(x(x • y))) = y. (14)
If we substitute x = L−2a in equality (14), then we have
L−2a • y = y. (15)
Example 15. We demonstrate that in general, isostrophical derivative of the form:
x ⋄ y = Lax\P
−1
a y (Table 6, row 3) (16)
has no left, right, middle unit. Using table of translations (Table 1), we re-write this isostrophical
derivative in the following form x ⋄ y = (a · x)\(a/y).
Using Table 2, we can say that this isostrophical derivative (Q, ⋄) has no left (right, middle)
identity element for a fixed element a ∈ Q. Indeed, we take the following quasigroup (Q, ·) (the
cyclic group of order 3)
· 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
and a := 0. Its isostrophical image (Q, ⋄) of the form (16) has no left and right unit
⋄ 0 1 2
0 0 2 1
1 2 1 0
2 1 0 2
We take the following quasigroup (Q, ·)
· 0 1 2
0 1 2 0
1 0 1 2
2 2 0 1
and a := 0. Its isostrophical image (Q, ⋄) of the form (16) has no middle unit
⋄ 0 1 2
0 1 2 0
1 2 0 1
2 0 1 2
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1.7 Table
In Table 2 we research all 1944 cases when a generalized derivative of a quasigroup has a unit.
While filling Table 2, we actively used Prover and Mace [15, 14].
We denote main quasigroup operation A as xy, yx denotes the operation A(12), symbol “y/
x”denotes operation A(13), symbol “x\y”denotes operation A(23), symbol “x/y”denotes operation
A(123), symbol “y\x”denotes operation A(132).
Table 2: Units in quasigroup that is a generalized derivative
(La, La, ε) f e s
xy + − −
yx − + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(La, L
−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(La, Ra, ε) f e s
xy − − −
yx + + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(La, R
−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − −
(La, Pa, ε) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − −
(La, P
−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − −
(La, ε, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − − −
(La, ε, L
−1
a
) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − − −
(La, ε, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − +
x/y − − −
(La, ε, R
−1
a
) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − − −
(La, ε, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y + − −
(La, ε, P
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − +
x/y − − −
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(ε, La, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − +
(ε, La, L
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − +
(ε, La, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + +
(ε, La, R
−1
a
) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − +
(ε, La, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − +
(ε, La, P
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − +
(L−1
a
, La, ε) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − −
(L−1
a
, L−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − −
(L−1
a
, Ra, ε) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − −
(L−1
a
, R−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x + − −
x/y − − −
(L−1
a
, Pa, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x + + −
y/x − − −
x/y − − −
(L−1
a
, P−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y + − −
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(L−1
a
, ε, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − +
(L−1
a
, ε, L−1
a
) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − +
(L−1
a
, ε, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − +
(L−1
a
, ε, R−1
a
) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − +
(L−1
a
, ε, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − +
(L−1
a
, ε, P−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − +
(ε, L−1
a
, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − +
x/y − − −
(ε, L−1
a
, L−1
a
) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − − −
(ε, L−1
a
, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − + −
(ε, L−1
a
, R−1
a
) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − − −
(ε, L−1
a
, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + +
x/y − − −
(ε, L−1
a
, P−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − +
x/y − − −
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(Ra, La, ε) f e s
xy + + −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, L
−1
a
, ε) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, Ra, ε) f e s
xy − + −
yx + − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, R
−1
a
, ε) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − −
(Ra, Pa, ε) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, P
−1
a
, ε) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − −
(Ra, ε, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, ε, L
−1
a
) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, ε, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − −
(Ra, ε, R
−1
a
) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Ra, ε, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − −
(Ra, ε, P
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − +
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − −
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(ε, Ra, La) f e s
xy − = −
yx − − −
x\y − − −
y\x − + +
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Ra, L
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Ra, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − + −
(ε, Ra, R
−1
a
) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Ra, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − + −
x/y − − −
(ε, Ra, P
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − − −
(R−1
a
, La, ε) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + −
(R−1
a
, L−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + −
(R−1
a
, Ra, ε) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + −
(R−1
a
, R−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − + −
(R−1
a
, Pa, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − + −
(R−1
a
, P−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + + −
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(R−1
a
, ε, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − − −
(R−1
a
, ε, L−1
a
) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − − −
(R−1
a
, ε, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x + − −
x/y − − −
(R−1
a
, ε, R−1
a
) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y − − −
(R−1
a
, ε, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − +
y/x − − −
x/y + − −
(R−1
a
, ε, P−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x + − +
y/x − − −
x/y − − −
(ε, R−1
a
, La) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − +
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, R−1
a
, L−1
a
) f e s
xy − − −
yx − + −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, R−1
a
, Ra) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + −
(ε, R−1
a
, R−1
a
) f e s
xy − + −
yx − − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, R−1
a
, Pa) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − +
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − −
(ε, R−1
a
, P−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + +
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
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(Pa, La, ε) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, L
−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, Ra, ε) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, R
−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − −
(Pa, Pa, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, P
−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − −
(Pa, ε, La) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, ε, L
−1
a
) f e s
xy + − +
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, ε, Ra) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − −
(Pa, ε, R
−1
a
) f e s
xy − − +
yx + − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(Pa, ε, Pa) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − −
(Pa, ε, P
−1
a
) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Pa, La) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Pa, L
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − + +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Pa, Ra) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + −
(ε, Pa, R
−1
a
) f e s
xy − + −
yx − − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, Pa, Pa) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − −
(ε, Pa, P
−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(P−1
a
, La, ε) f e s
xy + − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − −
(P−1
a
, L−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y + − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − −
(P−1
a
, Ra, ε) f e s
xy − − −
yx + − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − −
(P−1
a
, R−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x + + −
x/y − − −
(P−1
a
, Pa, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x + − −
y/x − + −
x/y − − −
(P−1
a
, P−1
a
, ε) f e s
xy − − −
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y + − −
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(P−1
a
, ε, La) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y + − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(P−1
a
, ε, L−1
a
) f e s
xy + − −
yx − − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(P−1
a
, ε, Ra) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x + − −
x/y − − −
(P−1
a
, ε, R−1
a
) f e s
xy − − −
yx + − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(P−1
a
, ε, Pa) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y + − −
(P−1
a
, ε, P−1
a
) f e s
xy − − −
yx − − +
x\y − − −
y\x + − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, P−1
a
, La) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − − −
y\x − + −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, P−1
a
, L−1
a
) f e s
xy − − +
yx − + −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, P−1
a
, Ra) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − + −
(ε, P−1
a
, R−1
a
) f e s
xy − + +
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
(ε, P−1
a
, Pa) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − − −
y\x − − −
y/x − + −
x/y − − −
(ε, P−1
a
, P−1
a
) f e s
xy − − +
yx − − −
x\y − + −
y\x − − −
y/x − − −
x/y − − −
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